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1 Космологический ликбез
Этот раздел не претендует на полноту изложе-
ния. Для понимания космологических концепций
необходимо глубокое осмысление представленно-
го материала, которое, однако, требует значитель-
ного времени. Поэтому необходимые темы освеще-
ны лишь поверхностно.

1.1 Красное смещение
Так называется явление, при котором длина вол-
ны электромагнитного излучения для наблюдате-
ля увеличивается относительно длины волны из-
лучения, испущенного источником. Наиболее за-
метное проявление красного смещения — сдвиг
линий и других деталей в спектре источника в
сторону б𝑜льших длин волн, например, для види-
мого света — в сторону красного участка спектра
(обратное явление той же природы, при котором
длина волны излучения уменьшается, называется
синим смещением). Безразмерная величина, кото-
рая характеризует изменение длины волны, опре-
деляется как

𝑧 =
𝜆𝑜 − 𝜆𝑠

𝜆𝑠
=

𝜆𝑜

𝜆𝑠
− 1, (1.1)

где 𝜆𝑠 и 𝜆𝑜 – длины волн в системах отсчёта ис-
точника и наблюдателя соответственно.

Красное смещение может быть вызвано тремя
причинами: лучевой скоростью источника, разно-
стью гравитационных потенциалов в точках, где
располагаются источник и наблюдатель, и расши-
рением Вселенной (оно называется соответствен-
но доплеровским 𝑧𝐷, гравитационным 𝑧𝑔 или кос-
мологическим 𝑧𝑐). Подробнее: красное смещение.

Вспомним про эффект Допплера. Для движу-
щегося источника излучения, скорость 𝑣 которого
много меньше скорости света 𝑐, нетрудно полу-
чить следующее выражение:

𝜆𝑜

𝜆𝑠
= 1 +

𝑣

𝑐
⇒ 𝑧

(1.1)
=

𝑣

𝑐
(1.2)

В случае движущегося относительно источника
наблюдателя выражение для красного смещения
будет уже другим, но не сильно отличающимся от
(1.2). Более подробный вывод см. здесь.

Понятие относительной скорости имеет смысл
только при 𝑧 ≪ 1, так что существование далё-
ких источников с 𝑧 > 1 не является каким-либо
нарушением специальной теории относительности
(цитата из Weinberg 2008).

Если источник движется относительно наблю-
дателя с релятивистской скоростью, то:

1 + 𝑧 =

√︃
1 + 𝑣/𝑐

1− 𝑣/𝑐
, (1.3)

Это же выражение верно для случая движущего-
ся наблюдателя с релятивистской скоростью от-
носительно источника (вывод см. здесь).

В космологии красное смещение используется
и как мера времени, и как мера расстояния: подра-
зумевается, соответственно, время и расстояние,
которое должен был пройти свет, двигаясь от на-
блюдателя к источнику, чтобы приобрести такое
космологическое красное смещение. Удобство это-
го подхода состоит в том, что 𝑧 определяется на-
прямую из наблюдений, в то время как соответ-
ствующее ему время и расстояние зависят от па-
раметров используемой космологической модели.

1.2 Закон Хаббла и расширение
Вселенной

К 1929 году Э. Хаббл с коллегами установил для
сравнительно близких к нам галактик приблизи-
тельно линейную зависимость радиальной скоро-
сти 𝑣𝑟 от расстояния 𝑑 до них:

𝑣𝑟 = 𝐻𝑜𝑑 (1.4)

Лучевая скорость определялась по красному сме-
щению, а расстояние – при помощи зависимо-
сти "период-светимость" переменных звёзд, ко-
торые называются цефеидами (Hubble 1929, см.
здесь). Коэффициент 𝐻𝑜 называется постоянной
Хаббла, его современное значение близко к 70
(кмс/с)/Мпк.

Такое "разбегание" во всех направлениях
окружающих нас объектов можно интерпретиро-
вать как расширение космического пространства
на больших масштабах. Следует понимать, что
этот закон верен для любой точки пространства:
для наблюдателя в галактике на расстоянии 𝑑 от
нас мы удаляемся от него с такой же скоростью
𝑣, с какой он удаляется от нас. Таким образом,
Вселенная расширяется во всех точках простран-
ства одновременно (подробнее см. закон Хаббла и
космологический принцип, а также здесь).

При этом важно понимать, что на малых
масштабах гравитация играет принципиальную
роль: например, галактика Андромеды и некото-
рые другие (сравнительно недалёкие), двигаются
по направлению к нам и, соответственно, демон-
стрируют синее смещение.

Комментарий
Представим Вселенную как увеличивающийся
шар. Пусть в момент времени 𝑇 = 0 у неё был ра-
диус 𝑅 = 𝑟, а через время 𝑇 = 𝑡 он стал равным
𝑅 = 𝑎(𝑡) ·𝑟, где 𝑎(𝑡) - масштабный фактор, завися-
щий только от времени. Тогда скорости точек на
поверхности шара относительно его центра:

𝑣 =
𝑑𝑅

𝑑𝑡
=

𝑑𝑎

𝑑𝑡
𝑟 = �̇�𝑟 (1.5)

Если учесть (1.4), получаем

𝑣 = 𝐻𝑅 = 𝐻𝑎𝑟 ⇔ �̇�𝑟 = 𝐻𝑎𝑟 ⇔ 𝐻 =
�̇�

𝑎
. (1.6)
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Постоянная Хаббла 𝐻𝑜 - это значение парамет-
ра Хаббла 𝐻 на данный момент (что обозначено
индексом "𝑜" , а постоянство подразумевается в
пространственном смысле). Подробнее: расшире-
ние Вселенной, а также начало вот этого видео).

Наблюдаемое космологическое красное смеще-
ние иногда интерпретируется как доплеровское,
однако такая интерпретация не точна: в частно-
сти, увеличение длины волны при космологиче-
ском красном смещении зависит не от скорости
изменения 𝑎(𝑡) в моменты испускания или погло-
щения, а от увеличения 𝑎(𝑡) за весь период меж-
ду испусканием и поглощением света. Таким обра-
зом, при доплеровском красном смещении длина
волны увеличивается из-за относительного дви-
жения источника, а при космологическом - из-
за расширения Вселенной и увеличения расстоя-
ния между объектами (Weinberg 2008). К счастью,
такой путаницы нет с гравитационным красным
смещением. Далее красное смещение подразуме-
вается в космологическом смысле.

1.3 Расстояния в космологии

В космологии такая величина, как расстояние,
неоднозначнаиз-за расширения Вселенной. Поэто-
му оно глобально понимается в двух смыслах:
собственное (proper) и сопутствующее (comoving)
расстояния. Источники: W и туториал.

Собственное расстояние 𝑙𝑝 - это расстояние,
которое фотон прошёл от источника до нас. Мож-
но сказать, что оно равно показаниям длинной ли-
нейки, протянутой от нас до источника. Оно меня-
ется со временем, так как Вселенная расширяется.
Его можно определить следующим образом:

𝑙𝑝 =

∫︁ 𝑡0

𝑡1

𝑐𝑑𝑡, (1.7)

где 𝑡1 - момент времени, соответствующий испус-
канию фотона, а 𝑡0 - его наблюдению.

Сопутствующее расстояние 𝑙𝑐 - это рассто-
яние в системе отсчёта, расширяющейся вместе со
Вселенной, и потому не изменяющееся во време-
ни из-за расширения пространства. Оно связано с
собственным расстоянием понятным образом:

𝑙𝑐 =
𝑙𝑝
𝑎(𝑡)

, (1.8)

где 𝑎(𝑡) ≤ 1 - масштабный фактор (см. 1.2); по
определению 𝑎(𝑡0) = 1. Сопутствующее расстоя-
ние и собственное расстояние определяются таким
образом, чтобы они были равны в настоящее вре-
мя (но различны в любой момент времени, отли-
чающийся от момента измерения).

Выразим 𝑙𝑐 как функцию не времени, но крас-
ного смещения. Для этого немного преобразим
формулу (1.1):

1 + 𝑧 =
𝑎(𝑡0)

𝑎(𝑡)
≡ 1

𝑎(𝑡)
, (1.9)

где 𝑎(𝑡0) = 1 - масштабный фактор на момент
наблюдения света от источника, 𝑎(𝑡) - на момент
испускания света (нетрудно соотнести отношения
масштабных факторов и длин волн). Можно вы-
полнить простые преобразования:

d𝑧

d𝑡
= − 1

𝑎2
d𝑎

d𝑡
= −

d𝑎
d𝑡

𝑎

1

𝑎

(1.6)
= −𝐻(𝑧)

𝑎
, (1.10)

где запись 𝐻(𝑧) отражает факт зависимости 𝐻 от
времени и, соответственно, от красного смещения.
Подставляя (1.7) в (1.8) и занося 𝑎(𝑡) под знак ин-
теграла, получаем:

𝑙𝑐 =

∫︁ 𝑡0

𝑡1

𝑐 · 𝑑𝑡

𝑎(𝑡)

(1.10)
=

∫︁ 𝑧1

0

𝑐 · 𝑑𝑧

𝐻(𝑧)
, (1.11)

нижний предел интегрирования 𝑧(𝑡0) = 0, а верх-
ний 𝑧(𝑡1) = 𝑧1. Пропуская довольно громоздкий
вывод, сразу запишем явное выражение, которое
будет использоваться в дальнейшем:

𝐻(𝑧) = 𝐻𝑜

√︀
Ω𝑚(1 + 𝑧)3 +ΩΛ. (1.12)

(см. Hogg 1999 по ссылке). О глубоком физиче-
ском смысле представленных здесь величин пока
можно не задумываться и принять их константа-
ми, а именно: 𝐻𝑜 = 70 км/с/Мпк, Ω𝑚 = 0.3,ΩΛ =
0.7 (это так называемые относительные плотности
материи и тёмной энергии, численные значения
которых приблизительно согласуют наблюдения
и модель так называемой плоской Вселенной).

Далее будут рассмотрен способ определения
расстояния по угловому размеру объектов. Кроме
этого, расстояние можно определить и по соотно-
шению поток-светимость.

1.3.1 Угловое расстояние по диаметру

Если известен физический размер 𝐷 удалённого
источника (например, галактики; см. картинку),
то можно записать очевидную связь между его
угловым размером 𝜃 и расстоянием 𝑙 до него:

𝜃 =
𝐷

𝑙
(1.13)

Этот угловой размер не должен меняться со вре-
менем в силу закона Хаббла (т.к. в его силу тре-
угольник с картинки выше будет при увеличении
оставаться подобным самому себе). Значит, про-
дольные и поперечные размеры в системе при рас-
ширении Вселенной будут увеличиваться пропор-
ционально друг другу. На момент прилёта фото-
нов от источника к наблюдателю размер источ-
ника равен 𝐷1 = 𝐷/𝑎(𝑡1), где 𝑡1 соответствует
моменту испускания фотона в прошлом (то есть
тому моменту, когда поперечный размер источни-
ка был равен именно 𝐷; при этом 𝐷1 > 𝐷, т.к.
𝑎(𝑡1) < 1), а продольное расстояние на момент ис-
пускания фотона равно 𝑙𝑐. Тогда
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𝑙 =
𝐷

𝜃
=

𝐷

𝐷1/𝑙𝑐
=

𝐷 · 𝑙𝑐
𝐷/𝑎(𝑡1)

= 𝑎(𝑡1) · 𝑙𝑐 (1.14)

Определяемое таким образом расстояние называ-
ется угловым расстоянием по диаметру (angular
diameter distance) и обозначается как 𝐷𝐴. Запи-
шем его в явном виде, используя выражения (1.9),
(1.11) и (1.12):

𝐷𝐴 =
1

1 + 𝑧1

∫︁ 𝑧1

0

𝑐

𝐻𝑜

𝑑𝑧√︀
Ω𝑚(1 + 𝑧)3 +ΩΛ

(1.15)

Чтобы подчеркнуть, что определяемое расстояние
лежит между наблюдателем на 𝑧 = 0 и источни-
ком на 𝑧1, можно уточнить: 𝐷𝐴 = 𝐷𝐴(0, 𝑧1). Далее
расстояние понимается именно в смысле углово-
го расстояния по диаметру. График зависимости
𝐷𝐴(0, 𝑧) изображен на Рис. 1. На этом же графике
изображены зависимости от 𝑧 расстояния из за-
кона Хаббла как для малых скоростей (линейная
зависимость), так и для релятивистских (асимп-
тотическое стремление к значению 𝐷𝐻 = 𝑐/𝐻).
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Рис. 1: Зависимость углового расстояния по диа-
метру 𝐷𝐴 от красного смещения 𝑧 для фиксиро-
ванных параметров 𝐻𝑜 = 70 км/с/Мпк, Ω𝑚 =
0.3,ΩΛ = 0.7. Также на графике изображены рас-
стояния, полученные из закона Хаббла (1.4) с вы-
ражениями для скоростей из (1.2) и (1.3).

Следует обратить внимание на поведение
функции 𝐷𝐴(0, 𝑧): сначала она растёт до 𝑧𝑡 ≈ 1.5
(точное значение определяется космологически-
ми параметрами), а после него начинает убывать.
Это означает, что угловой размер объекта, уда-
ляющегося от нас, сначала уменьшается, а потом
увеличивается, что, на первый взгляд, интуитив-
но кажется некорректным. Но никакого противо-
речия здесь нет: так, из-за конечной скорости све-
та и расширения Вселенной мы видим источники
б𝑜льшими, чем они на самом деле есть (так как,
пока свет от них летел к нам, сами они успели

удалиться от нас). Вот тут представлено шикар-
ное графическое объяснение этого.

Напоследок получим выражение для
𝐷𝐴(𝑧1, 𝑧2), то есть расстояния между объектами
на красных смещениях 𝑧1 и 𝑧2 относительно нас
(на 𝑧 = 0). Для этого сначала получим выражение
для 𝑧12, то есть красного смещения источника на
𝑧2 относительно источника на 𝑧1 (может возник-
нуть желание просто вычесть одно из другого, но
так делать нельзя):

1 + 𝑧12
(1.9)
=

𝑎(𝑡1)

𝑎(𝑡2)

(1.9)
=

1 + 𝑧2
1 + 𝑧1

(1.16)

Правильно масштабируем продольные расстоя-
ния относительно 𝑧 = 0:

𝐷𝐴(0, 𝑧2)

𝑎(𝑡2)
=

𝐷𝐴(0, 𝑧1)

𝑎(𝑡1)
+

𝐷𝐴(𝑧1, 𝑧2)

𝑎(𝑡2)
, (1.17)

откуда

𝐷𝐴(𝑧1, 𝑧2) = 𝐷𝐴(0, 𝑧2)−
𝑎(𝑡2)

𝑎(𝑡1)
𝐷(0, 𝑧1) =

(1.16)
= 𝐷𝐴(0, 𝑧2)−

1 + 𝑧1
1 + 𝑧2

𝐷(0, 𝑧1)

(1.18)

Для вывода использовалась вот эта статья. Таким
образом, с учётом (1.15) в общем виде имеем

𝐷𝐴(𝑧1, 𝑧2) =
1

1 + 𝑧2

∫︁ 𝑧2

𝑧1

𝑐

𝐻𝑜

𝑑𝑧√︀
Ω𝑚(1 + 𝑧)3 +ΩΛ

(1.19)
По сути, формула (1.15) является частным случа-
ем этого выражения.

1.4 Тестовое задание
1. Напишите функцию (например, на Python)

для определения расстояния 𝐷𝐴 между дву-
мя объектами во Вселенной. Входные пара-
метры: красные смещения 𝑧1 и 𝑧2 источни-
ков, постоянная Хаббла 𝐻0, плотности ма-
терии Ω𝑚 и тёмной энергии ΩΛ (для про-
стоты можно рассмотреть случай Вселенной
со значениями космологических парамет-
ров, указанными выше: 𝐻𝑜 = 70 км/с/Мпк,
Ω𝑚 = 0.3,ΩΛ = 0.7).

2. Постройте график функции 𝐷𝐴(0, 𝑧). Най-
дите значение глобального максимума этой
функции.

3. На этом же графике постройте расстояние
из закона Хаббла.

1.5 Упражнение
Определите угловой размер галактики, физиче-
ский размер которой составляет 10 кпк (килопар-
сек). Пусть галактика находится на 𝑧 = 1, 2, 3
(рассмотрите три варианта). Значения 𝐻0,Ω𝑚,ΩΛ

для вычисления расстояний возьмите выше.

4

https://astronomy.stackexchange.com/questions/21006/understanding-the-turnover-point-of-angular-diameter-distance
https://drive.google.com/file/d/1dsoFv7RbyDTq2xiTj6AzJoDElOMj34Tu/view


2 Формализм

2.1 Введение
Гравитационное линзирование (далее для кратко-
сти просто ГЛ) - это отклонение света в гравита-
ционном поле массивных тел. Данное явление ак-
тивно используется в астрофизике и космологии,
при этом оно может служить источником систе-
матических ошибок при наблюдениях.

В рамках классической механики можно по-
казать, что свет, будучи представленный как по-
ток частиц (корпускул), двигающихся со скоро-
стью света 𝑐, будет испытывать гравитационное
влияние массивных объектов точно так же, как
и обычные тела. Пусть фотон двигается в поле
тяготения точечной массы 𝑀 с прицельным па-
раметром 𝑏, тогда он отклонится на угол

𝛼 =
2𝐺𝑀

𝑐2𝑏
. (2.1)

Подробный вывод этой формулы см. в Will 1988.
Как теоретически предсказал А. Эйнштейн в

1916 г., для правильного описания отклонения
света в гравитационном поле необходимо учесть
эффекты общей теории относительности. Тогда
значение угла из формулы (2.1) увеличится вдвое:

𝛼 =
4𝐺𝑀

𝑐2𝑏
. (2.2)

Корректность именно этого выражения была
впервые проверена при наблюдении полного сол-
нечного затмения в 1919 году.

Строгий вывод этой формулы, предполагаю-
щий учёт метрики пространства-времени и уме-
ние варьировать функционал, а также знание та-
ких понятий, как лагранжиан и уравнение Эйле-
ра в аналитической механике, можно найти, на-
пример, в лекциях Meneghetti 2021 (ссылка). Чуть
менее строгий вывод см. в Narayan и Bartelmann
1996 (ссылка).

2.2 Упражнение
Определите максимальный угол отклонения луча
света в гравитационном поле Солнца. Ответ вы-
разите в угловых микросекундах.

2.3 Классификация ГЛ
• Сильное гравитационное линзирование, вы-

зывающее легко различимые искажения, та-
кие как кольцо или крест Эйнштейна, дуги
и множественные изображения. Далее речь
пойдет именно об этом эффекте.

• Слабое гравитацонное линзирование, вызы-
вающее слабое искажение источников, ко-
торые находятся позади линзы. Его мож-
но зафиксировать только после статистиче-
ского анализа объектов фона, что позволяет
найти небольшое согласованное искажение

их изображений. Проявляется в небольшом
растяжении изображения перпендикулярно
направлению к центру линзы.

• Микролинзирование, которое не вызывает
видимых искажений формы, но может вре-
менно увеличивать или уменьшать количе-
ство света от источника.

2.4 Гравитационный потенциал
Путь света, распространяющегося от источника к
наблюдателю, и испытывающего гравитационное
линзирование, можно условно разделить на три
части (см. Рис. 2). В первой свет движется по пря-
мой от источника к некоторой точке вблизи лин-
зы. Во второй части, гораздо менее протяжённой,
чем первая, свет испытывает влияние гравитаци-
онного потенциала линзы, и отклоняется от пер-
воначальной траектории. В третьей он снова дви-
жется по прямой от линзы к наблюдателю. Та-
кой подход оправдан, если ньютоновский потен-
циал Φ ≪ 𝑐2, что выполняется практически все-
гда (Narayan и Bartelmann 1996). Это же условие
обеспечивает малость углов: при сильном линзи-
ровании углы отклонения света порядка угловых
секунд.

Кроме того, в силу принципа эквивалентности
сил гравитации и инерции Φ не зависит от мас-
сы тела, попавшего в гравитационное поле, отку-
да следует, что все фотоны отклоняются на один
и тот же угол. Таким образом, сильное гравитаци-
онное линзирование ахроматично, то есть не зави-
сит от длины волны, но только в вакууме. В неод-
нородной (или однородной, но обладающей дис-
персией) среде, например, в космической плазме,
угол отклонения света может зависеть от длины
волны (см. вот эту работу): получается линзиро-
ванная "радуга"(см. здесь).

2.5 Упражнения
1. Покажите, что у величин Φ и 𝑐2 одинаковые

размерности.

2. Скопления галактик - самые массивные гра-
витационно связанные объекты во Вселен-
ной. Оцените порядок величины |Φ|/𝑐2 для
скопления с массой 2 ·1015𝑀⊙ и поперечным
размером 2 Мпк.

2.6 Углы и расстояния
В реалистичных моделях линз, в которых мас-
са, вызывающая линзирование, распределена
трёхмерным образом, используется приближение
плоских линз по аналогии с геометрической опти-
кой. Это всегда оправдано: характерные размеры
самого большого объекта, который может быть
линзой, – скопления галактик – порядка 1 Мпк, в
то время как продольные расстояния между объ-
ектами системы порядка 100− 1000 Мпк.
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Типичная ГЛ система изображена на Рисунке
2. На нём 𝛽 и 𝜃 - углы между оптической осью
(пунктирная линия, проходящая от наблюдателя
к линзе и далее) и источником и его изображением
соответственно, �̂� - угол отклонения светового лу-
ча, 𝜂 и 𝜉 - расстояния от оптической оси до источ-
ника и его изображения соответственно, 𝐷𝑑 - рас-
стояние между наблюдателем и плоскостью лин-
зы, 𝐷𝑑𝑠 - между плоскостями линзы и источника,
𝐷𝑠 - между наблюдателем и источником. Расстоя-
ния понимаются в смысле углового расстояния по
диаметру: отсюда, в частности, следует, что в об-
щем случае 𝐷𝑠 ̸= 𝐷𝑑+𝐷𝑑𝑠 (расстояние нелинейно
зависит от красного смещения).

Рис. 2: Типичная гравитационно линзированная
система (отсюда). Обозначения описаны в тексте.

Важно понимать, что углы �̂�, 𝛽 и 𝜃, вообще го-
воря, являются векторными величинами, так как
они отражают положение отрезков 𝜂 и 𝜉 относи-
тельно оптической оси. Далее в выражениях, в
которых двумерность углов может иметь важное
значение, они будут выделены жирным шрифтом:
�̂�,𝛽 и 𝜃. За координаты этих углов можно при-
нять, например, изменение прямых восхождений
и склонений между концами отрезков.

2.7 Уравнение линзы

Из Рисунка 2 видно следующее соотношение:

𝜃𝐷𝑠 = 𝛽𝐷𝑠 + �̂�𝐷𝑑𝑠. (2.3)

Все углы малые, поэтому можно можно смело
пользоваться первым замечательным пределом и
заменять тангенсы углов на их аргументы. После
упрощения получаем

𝛽 = 𝜃 − 𝐷𝑑𝑠

𝐷𝑠
�̂�(𝜃) = 𝜃 −𝛼(𝜃) (2.4)

Такая связь хорошо видна на Рисунке 2. Это урав-
нение линзы в самом общем виде: никаких пред-
положений о природе этой самой линзы пока сде-
лано не было. Имеем только три угла: 𝛽,𝜃 и 𝛼(𝜃).
Зависимость 𝛼(𝜃) отражает особенности линзы.

2.8 Точечная линза
Рассмотрим самый простой случай, когда вся мас-
са создающего гравитационное поле объекта со-
средоточена в одной точке (такую ещё иногда
называют линзой Шварцшильда). Далее будем
пользоваться именно такой моделью. В выраже-
ние (2.2) вместо 𝑏 подставим 𝜉 = 𝐷𝑑 · 𝜃 (Рис. 2):

�̂� =
4𝐺𝑀

𝑐2𝜉
, (2.5)

Тогда уравнение линзы для точечной линзы:

𝛽 = 𝜃 − 𝐷𝑑𝑠

𝐷𝑑𝐷𝑠

4𝐺𝑀

𝑐2𝜃
(2.6)

2.9 Радиус Эйнштейна
Введём характерную угловую величину:

𝜃𝐸 =

√︂
4𝐺𝑀

𝑐2
𝐷𝑑𝑠

𝐷𝑑𝐷𝑠
, (2.7)

Нетрудно показать, что в кольцо именно такого
радиуса выродится точечный источник, располо-
женный строго за линзой, то есть, при 𝛽 = 0. Эта
величина называется радиусом Эйнштейна (ино-
гда радиусом Эйнштейна-Хвольсона) и характе-
ризует масштабы линзирования (безотносительно
модели линзы). Для сильного линзирования он по
порядку величины равен секунде дуги.

2.10 Поверхностная плотность
В силу допустимости приближения плоских линз
можно спроецировать трёхмерную плотность на
плоскость линзы. Пусть масса линзы распределе-
на в пространстве по закону 𝜌(𝜉, 𝑧), где 𝑧 - коорди-
ната вдоль оптической оси. Поверхностная плот-
ность вещества в линзе задаётся следующим со-
отношением:

Σ(𝜉) =

∫︁
𝜌(𝜉, 𝑧)d𝑧 (2.8)

2.11 Критическая плотность
Поверхностная плотность массы внутри окружно-
сти в плоскости линзы с радиусом Эйнштейна на-
зывается критической плотностью. Для точеч-
ной линзы она равна

Σ𝑐𝑟𝑖𝑡 =
𝑀

𝜋𝜉2
=

𝑀

𝜋(𝐷𝑑𝜃)2
=

𝑐2

4𝜋𝐺

𝐷s

𝐷d𝐷ds
(2.9)
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2.12 Упражнения
1. Определите радиус кольца Эйнштейна для

следующей конфигурации: точечный источ-
ник находится на красном смещении 𝑧2 = 1,
в роли линзы выступает галактика с массой
1012𝑀⊙ (масс Солнца) на красном смещении
𝑧1 = 0.5. Постоянную Хаббла 𝐻0 примите
равной 70 км/с/Мпк, Ω𝑚 = 0.3,ΩΛ = 0.7.

2. Вычислите критическую плотность Σ𝑐𝑟 для
случая из предыдущей задачи. Ответ запи-
шите в 𝑀⊙/пк2 и в г/см2.

3 Моделирование

3.1 Решение уравнения линзы
В выражение 2.6 подставим 2.7 и получим, что

𝛽 = 𝜃 − 𝜃𝐸
2

𝜃
(3.1)

Разделим обе части на 𝜃𝐸 и введём две безразмер-
ные величины: 𝑦 = 𝛽/𝜃𝐸 (координата источника в
его плоскости) и 𝑥 = 𝜃/𝜃𝐸 (координата изображе-
ния в плоскости линзы), откуда получим:

𝑦 = 𝑥− 1

𝑥
(3.2)

Это квадратное уравнение относительно 𝑥. Решая
его, получаем два возможных положения изобра-
жений (относительно линзы в её плоскости):

𝑥± =
1

2

[︁
𝑦 ±

√︀
𝑦2 + 4

]︁
=

𝑦

2
±
√︂(︁𝑦

2

)︁2

+ 1 (3.3)

Таким образом, в случае точечной линзы изобра-
жений всегда будет два – одно внутри кольца Эйн-
штейна (𝑥−) и одно снаружи (𝑥+). При неизмен-
ном |𝑦| не будут меняться |𝑥−| и |𝑥+|, но при вра-
щении источника относительно линзы его изобра-
жения будут вращаться вместе с ним так, что они
все будут лежать на одной прямой (см. Рис. 3).

Рис. 3: Положение изображений в случае точеч-
ного источника (из Narayan и Bartelmann 1996).

Можно записать это решение и с учётом раз-
мерностей углов (см. Narayan и Bartelmann 1996).
Но безразмерное решение гораздо удобнее про-
моделировать: все физические параметры (масса,
расстояния) скрыты в нормировке, и радиус Эйн-
штейна равен единице.

3.2 Уточнение
Анализируя выражение (3.3), можно заметить,
что при 𝑦 → ∞ изображения ведут себя так, что
𝑥+ → 𝑦, а 𝑥− → 0. Это значит, что при значитель-
ном удалении источника от линзы одно из изобра-
жений будет находиться там же, где и источник,
что соответствует отсутствию линзирования. Вто-
рое изображение, которое формально находится
там же, где и линза, тоже не будет наблюдать-
ся: это связано с тем, что его яркость (см. далее)
уменьшится до нуля.

3.3 Программирование – 1
1. Напишите программу, при помощи которой

можно построить Рисунок 3. Реализуйте её
таким образом, чтобы произвольные коорди-
наты источника S можно было задать само-
му, а положения изображений вычислялись
бы на их основе. Желательно добиться того,
чтобы источник можно было свободно дви-
гать по плоскости.

2. Обобщите ваш код для неточечного источ-
ника, который состоит из совокупности мно-
гих точечных. Промоделируйте неточечный
источник окружностью или кругом, добавь-
те возможность менять размер этой окруж-
ности. Для теста корректности можно под-
смотреть сюда. Добавьте замощение окруж-
ности узором в клетку, чтобы нагляднее про-
иллюстрировать искажения.

3. Попробуйте в качестве источника взять за-
ведомо несимметричный объект, например,
изображение галактики ниже.

Рис. 4: Галактика

Ссылки по теме: гифка, симуляции, видео.
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3.4 Усиление изображений

Как уже было показано выше, при гравитацион-
ном линзировании искажаются положения, в ко-
торых мы видим источники света. Следующим
этапом необходимо понять, как меняется види-
мая яркость изображений относительно яркости
источника. Будем характеризовать разницу в яр-
кости абсолютным усилением светового потока и
рассматривать протяжённые источники.

У гравитационного линзирования есть особен-
ность, связанная со свойствами распространения
света: поверхностная яркость сохраняется. Это
может быть контринтуитивно: казалось бы, на-
рушается закон сохранения энергии, ведь изоб-
ражение с большей площадью должно быть бо-
лее тусклым. Противоречие разрешается особен-
ностями геометрической оптики, которые объяс-
няются теоремой Лиувилля о сохранении фазо-
вого потока или, например, вторым законом тер-
модинамики (в литературе есть более подробное
объяснение данного феномена). Таким образом, в
общем случае усиление 𝜇 изображения - это отно-
шение его площади к площади источника:

𝜇 =
𝑆изображения

𝑆источника
(3.4)

На не очень больших масштабах (если точнее, на
таких, на которых размер источника много мень-
ше характерных для изменений свойств линзы уг-
ловых размеров) ГЛ можно рассматривать как
линейное отображение из плоскости источника в
плоскость линзы: бесконечно малый элемент те-
лесного угла 𝛿𝛽2 отображается в 𝛿𝜃2. Матрица, со-
ставленная из частных производных такого отоб-
ражения, называется якобианом, а её определи-
тель равен

det𝐴 =

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝛽

𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝜕�⃗�

𝜕�⃗�

⃒⃒⃒⃒
, (3.5)

где 𝜃 и 𝛽 – знакомые нам координаты в плоскостях
линзы и источника соответственно. Последний пе-
реход следует из ранее совершённой нормировки
на радиус Эйнштейна. Здесь записана матрица пе-
рехода от координат в плоскости линзы к коорди-
натам в плоскости источника (хоть линзирование
и "происходит" в другом направлении). В случае
осевой симметрии (к которому относится линзи-
рование на точечной линзе) и с учётом уравнения
линзы получаем:

det𝐴 =
𝑦

𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝑥

(3.2)
=

(︂
1− 1

𝑥2

)︂(︂
1 +

1

𝑥2

)︂
= 1−

(︂
1

𝑥

)︂4

(3.6)
Модуль якобиана по геометрическому смыслу сов-
падает с отношением площадей, то есть, усилени-
ем. Таким образом, усиление будет равно опреде-
лителю матрицы, обратной к матрице выше:

𝜇 =
1

det𝐴
=

[︂
1−

(︂
1

𝑥

)︂4 ]︂−1

=
𝑥4

𝑥4 − 1
(3.7)

Для полноты картины в последнем переходе про-
изошёл возврат в размерные координаты. Из это-
го выражения следует, что абсолютное усиление
изображений точечной линзы зависит только от
их положений (они, в свою очередь, зависят толь-
ко от положения источника). Анализируя выра-
жение (3.7), можно заметить, что для 𝑥+ > 1
𝜇+ > 1, то есть то изображение, которое лежит
вне радиуса Эйнштейна, усиливается (это проис-
ходит на небольших расстояниях от линзы); так-
же можно увидеть, что для 𝑥− < 1 𝜇− < 0, то есть
изображение, лежащее внутри радиуса Эйнштей-
на, формально имеет отрицательное усиление, что
можно трактовать, как усиление в |𝜇−| раз. Заме-
тим также, что:

• при 𝑥+ → ∞ 𝜇 → 1, то есть поверхностная
яркость не меняется (это соответствует от-
сутствию линзирования, см. раздел 3.2);

• при 𝑥− → 0 𝜇 → 0, то есть яркость снижа-
ется до нуля (это означает, что изображение
не наблюдается, также см. раздел 3.2);

• при 𝑥 → 1 ± 0 𝜇± → ±∞, то есть усиление
изображений, которые находятся на кольце
Эйнштейна формально бесконечно, но знак
этой бесконечности зависит от того, подхо-
дим мы к 𝑥 = 1 справа или слева. В реально-
сти бесконечных усилений не наблюдается,
так как любой источник на некотором мас-
штабе обладает конечным размером.

3.5 Микролинзирование

Как было показано выше, радиус Эйнштейна, и,
как следствие, характерное угловое расстояние
между изображениями, сильно зависит от мас-
сы линзы. Сильное линзирование, о котором шла
речь выше, происходит, например, на галакти-
ках или скоплениях галактик. Но свет также мо-
жет преломляться и в гравитационном поле гораз-
до менее массивных объектов, таких, как звёзды
или даже экзопланеты (так называются планеты в
других звёздных системах): в таком случае имеет
место микролинзирование. Его масштабы в мил-
лионы раз меньше сильного линзирования. Раз-
решить изображения, возникающие в результате
микролинзирования, и увидеть искажения формы
источника на данный момент невозможно, так как
настолько точные телескопы ещё не изобрели. Но
зато вполне возможно увидеть увеличение ярко-
сти от источника (как правило, кратковременное),
вызванное микролинзированием. Объекты, на ко-
торых оно происходит, вполне можно рассматри-
вать как точечные в силу их малости и компакт-
ности. По наблюдениям кривых блеска от систем,
на которых происходит микролинзирование (для
этого источник или линза должны двигаться от-
носительно наблюдателя), можно сделать вывод
об их строении: см. анимации.
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3.6 Упражнения

• Выразите усиление изображений точечно-
го источника, линзированного на точечной
линзе, как функцию только его положения
𝑦 относительно линзы.

• Выразите полное усиление изображений в
модели точечной линзы, которое по опреде-
лению равно |𝜇−|+|𝜇+|, как функцию только
положения источника 𝑦 относительно лин-
зы. Попробуйте сделать какие-нибудь выво-
ды относительно минимальных относитель-
ных размеров источника, при котором изме-
нение яркости при линзировании на нём бу-
дет достаточно заметно.

• Воспользуйтесь формулой Погсона и свяжи-
те абсолютное усиление вследствие линзиро-
вания с изменением блеска источника. Рас-
смотрите частный случай источника, лежа-
щего на кольце Эйнштейна.

3.7 Программирование – 2

1. Для вашей модели точечной линзы с нето-
чечным источником рассчитайте абсолют-
ное усиление изображений как отношение
площадей под дугами-изображениями и пло-
щадью источника. Свяжите численное зна-
чение усиления с прозрачностью изображе-
ния или добавьте цветовую индикацию ("ко-
лорбар").

2. Добавьте расчёт усиления по формуле (3.7)
и проверьте, что результат совпадает с п. 1.
Продемонстрируйте, насколько усиливают-
ся разные области одного и того же нето-
чечного источника.

3. Попробуйте применить вашу модель для
иллюстрации события микролинзирования.
Поскольку она безразмерная, её можно ис-
пользовать для моделирования линзирова-
ния на любых масштабах, не забывая, конеч-
но же, о физических ограничениях. Двигая
источник по прямой относительно линзы и
меняя величину прицельного параметра, на-
блюдайте за изменением абсолютного усиле-
ния (или блеска). Сравните результат с этой
гифкой.

Как проверить, что всё работает правильно? Рас-
положите источник достаточно далеко от линзы:
тогда одно изображение будет практически сов-
падать с источником и иметь такую же яркость,
а второе изображение будет практически совпа-
дать с линзой и иметь нулевую яркость; можно
в этот момент «отключить» изменение яркости и
убедиться в том, что второе изображение будет
действительно находиться около линзы.

3.8 Пояснение
Что вообще может быть точечными линзами?
См. STRONG GRAVITATIONAL LENSING BY
SCHWARZSCHILD BLACK HOLES. Каковы гра-
ницы применимости модели точечной линзы?

4 Планы на будущее
Позже этот документ будет дополнен следующи-
ми темами:

1. линзирующий потенциал;

2. оптические эксперименты по моделирова-
нию гравитационного линзирования;

3. временнная задержка между изображения-
ми;

4. более сложные модели линзы, например,
линзы Чанга-Рефсдала или сингулярная
изотермическая сфера (SIS);

5. двойные линзы
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